МУНИЦИПАЛЬНЫЙ ЭТАП

ВСЕРОССИЙСКОЙ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ
Проверка и оценивание олимпиадных работ

Наилучшим образом зарекомендовала себя на математических олимпиадах 7-балльная шкала. Каждая задача оценивается целым числом баллов от 0 до 7. Итог подводится по сумме баллов, набранных Участником.

Основные принципы оценивания приведены в таблице.

	Баллы 
	Правильность (ошибочность) решения

	7 
	Полное верное решение.

	6-7 
	Верное решение. Имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6 
	Решение в целом верное. Однако оно содержит ряд ошибок, либо не рассмотрение отдельных случаев, но может стать правильным после небольших исправлений или дополнений.

	4 
	Верно рассмотрен один из двух (более сложный) существенных случаев.

	2-3 
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	1 
	Рассмотрены отдельные важные случаи при отсутствии решения (или при ошибочном решении).

	0 
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0 
	Решение отсутствует.


Следует проинформировать жюри о том, что:

а) любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопустимо снятие баллов за то, что решение слишком длинное, или за то, что решение школьника отличается от приведенного в методических разработках или от других решений, известных жюри; при проверке работы важно вникнуть в логику рассуждений участника, оценивается степень ее правильности и полноты;

б) олимпиадная работа не является контрольной работой участника, поэтому любые исправления в работе, в том числе зачеркивание ранее написанного текста, не являются основанием для снятия баллов; недопустимо снятие баллов в работе за неаккуратность записи решений при ее выполнении;

в) баллы не выставляются «за старание Участника», в том числе за запись в работе большого по объему текста, но не содержащего продвижений в решении задачи;

г) победителями олимпиады в одной параллели могут стать несколько участников, набравшие наибольшее количество баллов, поэтому не следует в обязательном порядке «разводить по местам» лучших участников олимпиады.
Время выполнения олимпиадных заданий – 3-4 астрономических часа.
ЗАДАНИЯ МУНИЦИПАЛЬНОГО ЭТАПА
ВСЕРОССИЙСКОЙ ОЛИМПИАДЫ ШКОЛЬНИКОВ
7 класс
7.1. Расставьте  скобки так, чтобы получилось верное равенство: 
1 – 2∙3 + 4 + 5∙6∙7 + 8∙9 + 20 = 2015.
7.2. Приходя в тир, игрок вносит в кассу 100 рублей. После каждого удачного выстрела количество его денег увеличивается на 10%, а после каждого промаха – уменьшается на 10%. Могло ли после нескольких выстрелов у него оказаться 80 рублей 19 копеек?
7.3. Замените звёздочки в записи числа 72*3* цифрами так, чтобы число делилось без остатка на 45.
7.4. Постройте график уравнения (x–2)(y+3)=0.
7.5. В оздоровительный лагерь приехали три друга: Миша, Володя, Петя. Известно, что каждый из них имеет одну из фамилий: Иванов, Семёнов, Герасимов. Миша не Герасимов, отец Володи инженер. Володя учится в 6 классе. Герасимов учится в 7 классе. Отец Иванова слесарь. Какая фамилия у каждого из ребят?
8 класс
8.1. Построить график функции 
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8.2. При каких значениях  m уравнения   mx – 1010 = 1005   и    1005x = m – 1010x   имеют общий корень?
8.3. Даны действительные числа a > b > c. Докажите неравенство a2b +  b2c + c2a > b2a + a2c + c2b.
8.4. В трех ящиках лежат орехи. В первом ящике на 6 кг орехов меньше, чем в двух других вместе. А во втором  — на 10 кг меньше, чем в двух других вместе. Сколько орехов в третьем ящике? Решить логически.
8.5. Угол между двумя высотами остроугольного треугольника АВС равен 60° и точка пересечения высот делит одну из них в отношении 2:1, считая от вершины треугольника. Докажите, что треугольник АВС равносторонний.
9 класс
9.1. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на 7 дает в остатке 6, а при делении на 9 остаток равен 8.
9.2. Решить уравнение   (1+ 
[image: image2.wmf]x
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9.3. При каких значениях k корни уравнения   х2 – (2k+1)х + k2 = 0 относятся как 1:4?
9.4. Можно ли произвольный треугольник разрезать на три части, из которых можно составить прямоугольник? Если да, то как?
9.5. Дана трапеция АВСD, ВС - боковая сторона, ВС=5, найдите площадь трапеции, если расстояния от точек  А и D до прямой ВС равны 3 и 7 соответственно.
10 класс
10.1. Решите неравенство: (х2 + 3х + 12)( х2 + 3х-10) < -120.

10.2. При каком значении параметра m сумма квадратов корней уравнения х2 + (2 – m)х – m – 3 =0 наименьшая?
10.3. АД – медиана треугольника АВС. На отрезке АД взята точка К так, что АК:КД=3:1. Прямая ВК разбивает треугольник АВС на два. Найдите отношение площадей этих треугольников.
10.4. Решить уравнение в простых числах   [image: image5.png]


.
10.5. У Васи есть три банки с красками разного цвета. Сколькими различными способами он может покрасить забор, состоящий из 10 досок, так, чтобы любые две соседние доски были разных цветов, и при этом он использовал краски всех трех цветов?
11 класс
11.1. Трапеция ABCD с основаниями BC и AD описана около окружности. Известно, что 
[image: image6.wmf]BAD

BCD

Ð

=

Ð

2

. Найдите отношение 
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11.2. 
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. Докажите, что А - число  натуральное.
11.3. Решите уравнение 
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11.4. Докажите, что число 
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а) целое; б) делится на 2015.
11.5. Существуют ли такие натуральные числа х и у, что 
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Ответы и решения

7 класс
1. Расставьте  скобки так, чтобы получилось верное равенство: 
1 – 2∙3 + 4 + 5∙6∙7 + 8∙9 + 20 = 2015.
Решение. (1 – 2)∙3 + (4 + 5∙6∙7 + 8)∙9 + 20 = 2015.
2. Приходя в тир, игрок вносит в кассу 100 рублей. После каждого удачного выстрела количество его денег увеличивается на 10%, а после каждого промаха – уменьшается на 10%. Могло ли после нескольких выстрелов у него оказаться 80 рублей 19 копеек?
Решение. Увеличение на 10% означает умножение на 1.1. Уменьшение на 10% - умножение на 0,9. Разложив 8019 на множители 8019=3∙3∙3∙3∙3∙3∙11=9∙9∙9∙11. Поэтому после трёх промахов и одного попадания у него окажется 80 рублей и 19 копеек.
3. Замените звёздочки в записи числа 72*3* цифрами так, чтобы число делилось без остатка на 45.
Решение. Чтобы число делилось на 5, последняя цифра должна быть 5 или 0. Чтобы число делилось на 9, сумма цифр должна делиться на 9. Ответ: подходят два варианта: 72135, 72630.
4. Постройте график уравнения (x–2)(y+3)=0.
Решение. 

[image: image12]
5. В оздоровительный лагерь приехали три друга: Миша, Володя, Петя. Известно, что каждый из них имеет одну из фамилий: Иванов, Семёнов, Герасимов. Миша не Герасимов, отец Володи инженер. Володя учится в 6 классе. Герасимов учится в 7 классе. Отец Иванова слесарь. Какая фамилия у каждого из ребят?
Решение. Миша – Иванов, Володя – Семёнов, Петя – Герасимов.
8 класс
1. Построить график функции 
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Решение. 
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таким образом, y = -2


[image: image16]
2. При каких значениях  m уравнения   mx – 1010 = 1005   и    1005x = m – 1010x   имеют общий корень?
Решение. Корнями данных уравнений являются числа 2015/m  и   m/2015  соответственно. Тогда   2015/m = m/2015 , m2 = 20152 , m = ±2015.
3. Даны действительные числа a > b > c. Докажите неравенство a2b +  b2c + c2a > b2a + a2c + c2b.
Решение. Рассмотрим разность a2b +  b2c + c2a – ( b2a + a2c + c2b) = a2b – b2a + b2c – a2c + c2a –c2b = ab(a – b) + c(b2 – a2) + c2(a – b) = (a – b)(b – c)(a – c) > 0 , так как a – b > 0, b – с > 0, a – с > 0.

Имеем: a2b +  b2c + c2a – ( b2a + a2c + c2b) > 0, значит, a2b +  b2c + c2a > b2a + a2c + c2b.
4. В трех ящиках лежат орехи. В первом ящике на 6 кг орехов меньше, чем в двух других вместе. А во втором  — на 10 кг меньше, чем в двух других вместе. Сколько орехов в третьем ящике? Решить логически.
Решение. Соединим оба заданных условия и получим следующее утверждение: "В первом и втором ящиках орехов на 6 кг+10 кг меньше, чем в первом, втором и двух третьих". Отсюда следует, что в двух третьих ящиках 16 кг орехов, т.е. в третьем ящике 8 кг орехов.
5. Угол между двумя высотами остроугольного треугольника АВС равен 60° и точка пересечения высот делит одну из них в отношении 2:1, считая от вершины треугольника. Докажите, что треугольник АВС равносторонний.
Решение. 
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Пусть 
[image: image21.wmf]60,2,

HOCuOHxAOx

Ð=°==

тогда из ΔHOC OC = 2OH = 2x = AO; Δ HOC = Δ AOM по гипотенузе и острому углу, следовательно,  МО = ОН, следовательно, АН = MC и Δ АНС = Δ АМС. Из равенства треугольников следует равенство углов ВАС и ВСА, значит,  АВ = ВС.

Рассмотрим четырехугольник МОНВ. Сумма его углов 360°, ( МОН = 120°, ( ВМО = ( ВНО = 90°, значит,  ( В = 60°.

Таким образом, в Δ АВС две стороны равны и один угол 60°, следовательно, треугольник – равносторонний.
9 класс
1. Найти наименьшее натуральное число, которое при делении на 7 дает в остатке 6, а при делении на 9 остаток равен 8.
Решение. В обоих случаях - как при делении искомого числа на 7, так и при делении его на 9 остаток на единицу меньше делителя. Увеличив делимое на 1, получим число, которое делится без остатка и на 7, и на 9. Наименьшее такое число - 63. Искомое число на 1 меньше и равно 62.
2. Решить уравнение   (1+ 
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Решение. (1+ 
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+8,   (1+ 
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+7=y,  тогда   y(y+1)=12, y=3, y=-4

x2 + 4 x +12=0 -нет действительных корней,    x2 + 11 x + 12=0,  x =
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Ответ: x =
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3. При каких значениях k корни уравнения   х2 – (2k+1)х + k2 = 0 относятся как 1:4?
Решение. k = 2, k = -2/9.
4. Можно ли произвольный треугольник разрезать на три части, из которых можно составить прямоугольник? Если да, то как?
Решение. Необходимо разрезать треугольник по средней линии, а отрезанный треугольник ещё по высоте. Сложение получившихся частей в прямоугольник не составляет труда.
5. Дана трапеция АВСD, ВС - боковая сторона, ВС=5, найдите площадь трапеции, если расстояния от точек  А и D до прямой ВС равны 3 и 7 соответственно.
Решение. Построим прямую АК, параллельную прямой ВС, через вершину А. Получим параллелограмм АВСК. Площадь трапеции АВСD равна сумме площадей параллелограмма АВСК и треугольника АКD.

АК=ВС=5, сумма длин высот параллелограмма и треугольника равна 7. 

S=5(3+0,5(7-3))=25.
10 класс
1. Решите неравенство: (х2 + 3х + 12)( х2 + 3х-10) < -120. 
Решение. a) Пусть х2 + 3х=t, тогда неравенство примет вид: (t+12)(t-10)<-120,
t2+2t -120 < -120, t2+2t < 0, (t + 2)t < 0, -2 < t < 0.

б) 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]ï
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2. При каком значении параметра m сумма квадратов корней уравнения х2 + (2 – m)х – m – 3 =0 наименьшая?
Решение. х2 + (2 – m)х –m – 3 =0. По теореме Виета х1 + х2= m -2,  х1 · х2 =-m – 3. х12 + х22= (х1 + х2)2 - 2 х1  х2= (m -2)2 – 2(-m – 3)=m2- 2m + 10.

Рассмотрим функцию f(m) = m2 - 2m + 10. Функция принимает наименьшее значение при m = 1.
3. АД – медиана треугольника АВС. На отрезке АД взята точка К так, что АК:КД=3:1. Прямая ВК разбивает треугольник АВС на два. Найдите отношение площадей этих треугольников.
Решение. 3 : 2.
4. Решить уравнение в простых числах   [image: image37.png]


.
Решение. Пусть х=2n+1.
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- это четное число. Простое четное 2. Тогда у=2 и х=3.
Ответ: х=3, у=2.
5. У Васи есть три банки с красками разного цвета. Сколькими различными способами он может покрасить забор, состоящий из 10 досок, так, чтобы любые две соседние доски были разных цветов, и при этом он использовал краски всех трех цветов?
Решение. Посчитаем сначала число способов, которыми можно покрасить забор так, чтобы любые две соседние доски были покрашены в различные цвета. Первую доску можно покрасить любой из трех красок, вторую – одной из двух остальных. Третью – одной из двух красок, отличающихся по цвету от второй доски и так далее. То есть число способов равно 3∙29=1536.

В полученное число вошли и способы покраски забора в два цвета. Число таких способов равно 6  (одну доску можно покрасить тремя способами, а вторую – двумя, далее покраска определяется однозначно. Итого 1536 – 6 = 1530.
11 класс
1. Трапеция ABCD с основаниями BC и AD описана около окружности. Известно, что 
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BCD

Ð

=

Ð

2

. Найдите отношение 
[image: image40.wmf]BC

AB

.
Решение. Обозначим через О центр окружности, вписанный в трапецию ABCD. Так как СО – биссектриса  угла BCD, то 
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, откуда 
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. Рассмотрим прямую MN, симметричную прямой АВ относительно центра О (М и N – точки на прямых ВС и AD соответственно). Она касается окружности и параллельна АВ. Прямая СО равноудалена от сторон АВ и MN параллелограмма АВMN, откуда 
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. Параллелограмм АВMN является ромбом, так как описан около окружности, поэтому 
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2. 
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. Докажите, что А - число  натуральное.
Решение. 
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3. Решите уравнение 
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Решение. Поскольку при любом действительном значении х выполняются неравенства 
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Решения уравнения (1) : 
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Ответ. 
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4. Докажите, что число 
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а) целое; б) делится на 2015.

Решение. а) При умножении каждого слагаемого суммы 
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б) Сгруппируем слагаемые следующим образом 
[image: image58.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

1008

1

1007

1

...

2013

1

2

1

2014

1

1

=
[image: image59.wmf]1008

1007

2015

...

2013

2

2015

2014

1

2015

×

+

+

×

+

×

. Таким образом, выражение делится на 2015.
5. Существуют ли такие натуральные числа х и у, что 
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Решение. Если а и b – натуральные числа, такие, что 
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. Но такие а и b существуют: 
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